BACCALAUREAT — SERIE C
Mathématiques — Session 2009

Corrigé détaillé

Exercice 1

1. a. L’équation caractéristique de la suite récurrente (S) : V4o + Vi1 — 6V, = 0 est :
r2 4+ r —6 = 0. Elle admet deux solutions distinctes : r = 2 et » = —3. On en déduit que la suite
(an) de terme général a,, = a2" et (b,) de terme général b, = 5(—3)" sont les suites géométriques
de (S). Le premier terme étant égal a 1,ona a=1et §=1. D’ou a,, = 2" et b, = (—3)".

b. Soit n € N.

Un+2 + Un+1 o 6Un -« (2n+2 + 2TL+1 —6- 2n) +/8 ((_3)n+2 + (_3)n+1 o 6(_3)71) -0

=0 =0

Donc (U,) € S.

2. a. Solution particuliere de 8a — 278 = —11. L’algorithme d’Euclide : 27 = 8 x 3 + 3,
8=3x2+2,3=2x1+1. En remontant :

1=3-2=3-(8-3x2)=-843x3=-8+(27T—8x%x3)x3=-8x10+27x3

Donc 8(—10) —27(—3) =1, puis 8 x 110 — 27 x 33 = —11. (110, 33) est une solution particuliere.

Ensemble des solutions : 8« — 273 = 8 x 110 — 27 x 33 < 8(a — 110) = 27(5 — 33). Comme 8
est premier avec 27, d’apres Gauss 8 divise 8 — 33 : 8 = 33 + 8k, a = 110 + 27k. L’ensemble est
{(110 + 27k ;33 4+ 8k) ; k € Z}.

Méthode. Equation diophantienne aa + b8 = ¢ : 1) algorithme d’Euclide pour calculer pged(a, b), puis
remontée des égalités (identité de Bézout) pour obtenir une solution particuliére ; 2) soustraire membre &
membre 1’équation et sa solution particuliére ; 3) conclure avec le théoréme de Gauss pour décrire toutes
les solutions.

b. En remplagant dans 4o + 98 = 17, on trouve k = —4.

c. {U2 = {4‘”95 =1 Aveck= d:a=25=1.Donl, 2.91 4 (—3)".
Us = —11 8o — 278 = —11
d. -3 =2 [5] donc (—3)" = 2" [5]. Ainsi 2-2" 4+ (=3)" = 2"(1 + 2) [5], soit U,, = 3-2" [5].
e.Up=3,U;=1,Us =2,U3 =4, Uy =3 [5]. Tout n s’écrit 4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3. Comme
24 =115]:
e n=4k: Uy, =31[5]; n=4k+1:Up1=11[5];

e n=4k+2:Up2=2[5; n=4k+3:Uyys=4[5].

Méthode. Reste d’une suite modulo m : repérer une puissance qui « boucle » (ici 2* = 1 [5]), puis
discuter suivant le reste de n dans la division par la période (ici n = 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3).

3.a. W, =2-2"+ (=3)" =U,, donc W,, =3-2" [5].

1_2n+1
3-ﬁz—3(1—2n+1)52—4-2n [5]

S, =32°+---+27)
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b. 1956 = 4 x 489, donc Sigs6 = 2 — 4(24)*89 =2 — 4 = 3 [5]. Le reste est 3.

Exercice 2

1. Discriminant A = —24 2+v/34. On cherche u = 2 + iy avec u? = A : 22 —y?> = =2, xy = /3,
2?2 +y? =4. Dot v = +1, y = £1/3 (mémes signes), A = (1 + i1/3)2. Solutions :
! \/g —1 S = \/§+ 1

- I

)

Méthode. Racines carrées d’'un nombre complexe A = a + ib : poser u = = + iy et résoudre le systéme
formé par 22 —y? = a (parties réelles), 2zy = b (parties imaginaires) et 2% +y? = |A| (égalité des modules)
; le signe de b impose les signes relatifs de = et y.

2.7 = M (cos%’T -+ isin 3”) ;2= M (cos (—SQT”) + 4sin (—3—”))

2 B 2 1
Probléme
Partie A
I. 1. ConstructiondeI: 2IB — [A = 0 = Al = 24B ; B est le milieu de [AI].

2
Construction de J : 2@ + J—1>4 = ﬁ = A_j = 51@

(Figure de principe : cercles (C1), (C2), tangente (T'), hyperbole (H) et ses asymptotes.)

IT. 2. Le centre du cercle (C2) est l'intersection de la médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire
a (T) passant par A.

3. J € (Cy) avec AJ = gﬁ : J est sur l'arc de (Ch) situé dans (C2). B € (Cs) et 1B = zﬁ
: B est sur arc de (Cy) situé dans (C1). Donc ©; et 3 sont de part et d’autre de (AB). En effet
27F + JA = O < 371+ ATB - T 1B — 3TJ.

ITI. 1. Soit € le centre de S : ((?4, @) = % [271]. Or ((T), (AB)) = % [n] (angle tangente-corde
= angle inscrit), donc © € (Cy) ; orientation positive = Q = Q.

2. Comme S(A) = B, AQ; = 2BQy. Alors AB? = AQ}+BO?—2(2BO4)(BQy )5 = AQ3 — BOY,
soit AB? 4+ BQ? = AQ? : le triangle ABQ; est rectangle en B. Le centre E du cercle circonscrit
est le milieu de [A€], donc A, E, Q; sont alignés.

Partie B

2
I 1. a BJ = gBﬁ (car 37B + 2B0 = ﬁ) ; (BO) est la médiane du triangle EF' B issue de
B, donc J est le centre de gravité de EF B.
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b. J centre de gravité du triangle équilatéral EF'B = EJ_f> JB :_B>K, donc FJ = BK. De
plus (EJ) L (QA), (BK) L (Q,B), angles aigus, donc (EJ, BK) = ({1 A, 0, B) = 60°.

c. Comme EJ = BK et ﬁ #* ﬁ( , il existe une rotation R d’angle 60° transformant E en B
et Jen K.

2. Le triangle 3 E'B équilatéral : médiatrice de [E'B] passe par ;. BJ = BK et (JK) L (B$;)
: (BQ1) est médiatrice de [JK]. Les deux médiatrices se coupent en €, centre de R.

IT. 1. La médiatrice de [E'B] passe par J, F' et 2 : ces points sont alignés.

2. g=Tgz3 0 R = SEr)o S r) : composée de deux symétries d’axes sécants en F', c’est une
rotation de centre F'.

Partie C

1. (IJ) est I'axe focal de (H), le second foyer est I’ (symétrique de I par rapport a J), A
et K sont les sommets. Construction de M : My = intersection de [Q1]) et du cercle directeur
(Cy) associé a I ; M = intersection de [IQ4] et de la médiatrice de [I'My|. En effet MI' — MT =
MMy — MI = IMy = AK, donc M € (H).

2. (JQ) L () (IJQ inscrit dans (Cf) de diametre [1J]) ; [J€] rayon de (Cp), donc (1€2;)
tangente a (Cp) : (J€21) est asymptote, et (F'Q) aussi. (JE), symétrique de (F$21) par rapport a
(JA), est la seconde asymptote.

JI
3. a. Toute similitude conserve le rapport des distances : e = TR = 2.

b. S(J) = J' (milieu de [ K]) : (J'Q;) asymptote ; S(E) = E’ (milieu de [ B]) : (E'J)
seconde asymptote. S(A) = B : B sommet ; J' centre de (H') ; second sommet K’ symétrique de
B par rapport a J'.
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