BACCALAUREAT — SERIE C
Mathématiques — Session 2012

Corrigé détaillé

Exercice 1
1. Soit z = ib ou b € R, une solution de 'équation Z* — /22 — 427 — 16 = 0.

(ib)* — V2(ib)® — 4v/2(ib) — 16 = 0 <= b* — 16 +iv/2b(b* —4) = 0
= bt —16=0et b2 —4)=0
< b=2o0ub=-2

Les solutions imaginaires pures sont zg = 27 et 21 = —2i. L’équation peut alors se mettre sous la
forme :

Z8 273 — 427 —16 = (Z — 20)(Z + 20)(Z% + cZ 4+ d) = (Z% + 4)(Z° + ¢Z + d).

Le terme de degré 0 du second membre est 4d : 4d = —16, d’'ou d = —4. Le terme de degré 1 est
4e i de=—4y2, dott c = —/2. Nl vient : Z* — 223 — 427 —16 = (Z2 + 4)(Z? — /2 Z — 4).

L’équation Z2 — /2 Z — 4 = 0, de discriminant A = (—+/2)% —4(—4) = 18, admet deux racines
29 = 2v/2 et z5 = —v/2. Donc les solutions sont : zp = 2i, 21 = —2i, 20 = 2v/2 et 23 = —v/2.

Méthode. Solutions imaginaires pures d’une équation polynomiale : injecter z = ib (b réel), séparer
partie réelle et partie imaginaire (un complexe est nul si et seulement si les deux sont nulles), résoudre
le systéme en b. Chaque paire 4-ib trouvée fournit le facteur (Z2 + b?) ; le facteur restant s’obtient par
identification des coefficients.

2. a
v
A
0)
B D
u
Q
C
b.
Les points A, B, C, D cocycliques <= (@, 1@) = (lﬁ,ﬁ) [7]
2C T RA +ZC_ZD cR
ZB —ZA ZB —ZD
- - 4 —2i —2/2
¢ ZA+ZC ZD: ! - ! f:\/EER
ZB — ZA ZB — ZD V2 -2 -3v3
Donc les points A, B, C et D appartiennent & un méme cercle (C). Le cercle (C) a pour centre le
o zp+2p V2 1 3v2
point d’affixe 5 =5 et pour rayon §|zD —zp| = —
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Exercice 2

1 22 2711 1
1.1 = / re 2 dr= |:—€_2:| =—e 2 +1.
0 0

12 x

2. Soit n € N*. La fonction x — z™e™ = est continue sur [0;1]. De plus, Vz € [0; 1], z"e™ = > 0.

1 22
Donc I,, = / z"e” 2 dr > 0 pour tout n € N*,
0

[N

2 22

1
3.Soitn > 3.1, = / 2" V.xe”2 dr. Enposant u = 2" 1 v/ = ze" 7, doncu’ = (n—1)z""2,
0

_ T

V= —€e 2 :

2 2

1 1
L= |- e | b n-1) [ e T de = b (- D
0 0

Dou I, = 3 + (n —1)I,_9 pour tout entier n > 3.
4. Décroissance de (I,). Soit n € N*.

1 1 22 1 22 1 22
Inv1— I, = / 2" e™ T do — / x"e” 2 dx = / 2" (x —1)e” 2 dz.
0 0 0

[N

x

La fonction z — z"™(x — 1)e” 2z est continue sur [0;1] et < 0 sur [0;1]. Donc In41 — I, <0 : la
suite (I,) est décroissante.

Convergence. La suite (I,) est décroissante (d’apres 4.) et minorée par 0 (d’apres 2.). Donc elle
converge vers une limite /.

Rappel de cours. Théoréme de la limite monotone : toute suite décroissante et minorée (ou croissante
et majorée) converge. Il garantit I’ezistence de la limite sans donner sa valeur — celle-ci s’obtient ensuite,
par exemple par encadrement (question suivante).

N

x

2
5. Soit n € N*. Vz € [0;1], —% < 0. Par croissance de ’exponentielle, 0 < e~ 2 < 1. On en

z2
déduit 0 < x™e™ 2 < z". Par passage a 'intégrale :

1 22 1 xn-l—l 1
Og/x”e*Td:cg/x"dm: = .
0 0 n+1 0o M +1
. 1
D’ou 0 < I,, < —— pour tout n € N*.
n+1
Calcul de [. Par passage a la limite, 0 < lim [, < lim = 0. On en déduit que [ = 0.
n—+o0o n—+oon + 1

Méthode. Limite d’une suite d’intégrales : encadrer l'intégrande sur lintervalle (ici 0 < e~ /2 <1
2

donc 0 < z"e % /2 < x™), intégrer I'encadrement (I'intégrale conserve les inégalités), puis conclure avec

le théoréme des gendarmes.

Probléme
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1. IE? = ID? + DE? = AI?> + I0? = AO?. Donc IE = AO.

2. Comme [E = AO et I‘E #* 1@, alors il existe une unique rotation r, d’angle I‘E E qui
T
transforme I en A et E en O. Cet angle vaut (I—E‘, B) = (023, 0(2) =-3 [27].

3. Q est le point d’intersection des médiatrices des segments [[A] et [EO]

4. Comme r(E) = O, alors (@,Sﬁ) = g [27]. D’autre part, (913,913) = (O?,(Tﬁ) =
g [27]. D’ou ((ﬁ,&ﬁ) = (913,91 ﬁ) [27] : les points Q, E, O, € sont cocycliques.

5. e Le triangle QAT est rectangle isocele. Comme r(I) = A, alors QA = QI et (7[} (?4
—g [27]. D’ou le triangle QAT est rectangle isocele en €.

o Le triangle 2 Al est rectangle isocele. Dans le triangle AOD : Q; € [AO], I € [AD]
. o A I AQl_AO_ - B

(1) || (OD). D’apres Thales, 10 = 0D’ don Qlf = 0D = 1, dou AQ; = Q1. De plus,
(ﬁ ,1A) = ﬁ OA) = 5 [27]. Donc le triangle Q1 Al est rectangle isocele en ;.

Les triangles QAT et 1 AT sont rectangles isoceles d’hypoténuse commune [AI]. Donc le quadri-
latére A1) est un carré.

6. S(ABCD) = AQIQ. La similitude S vérifie S(A) = A et S(B) = Q). D’ou S est la
o
similitude de centre A, d’angle (E,Aﬁl) = % [27] et de rapport
AW 3AC 11 V2
AB ~ AB 4 cosh 4
7. S(B) =

Q et S(C) = I. Comme K est le milieu de [BC], alors S(K) = K’ est le milieu
de [an

e S(C) =1TIet S(D) =N Comme L est le milieu de [CD], alors S(L) = L' est le milieu de
[19)].

8. 5(Q) = Q. S est une similitude plane indirecte de centre @, d’axe (OD) et de rapport }
2 - Lo
b.

OJ = 2QA<:>@+B_J> fQ_B>+%E>1
@CﬁvLB*}:iQ?Jrﬁ«:)Q?:W@Q:B
10. a. f est une affinité orthogonale d’axe (OF), de rapport E
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b. Voir figure.

c. (C") est une ellipse.
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