BACCALAUREAT — SERIE D
Mathématiques — Session 2014

Corrigé détaillé

Exercice 1

1. Soit z = z + iy. Le conjugué de z est Z = x — 7y.
2. a. Posons Z = re'?,
Z1e= ] o
O, = T, keZ

L2 1 3 -4 1 3
Dot zg =1 2126123:—24—1'\2[; 2226143:—2—2'\2[.
. , S 1 V3
b. Les solutions non réelles sont conjuguées : z7 = -5~ Z? = 29.

3. On remarque que Z; = 229, donc Z3 = 2323. Or 23 = 1, d’ou Z; = 8.
4. a. Si z est solution de (E), alors z3 = 1, donc (22)® = 8 : 2z est solution de (E’). Les
solutions de (E') sont les doubles de celles de (F) : z) =2 ; 2} = —1+iV/3 ; 25 = -1 —i\/3.

Méthode. Réutiliser une équation déja résolue : pour résoudre Z3 = 8, poser Z = 2z rameéne & 23 = 1,
dont les solutions sont connues. De fagon générale, Z™ = a se déduit des racines n-iémes de I'unité en les
multipliant par une solution particuliere.

2\ 8 2]
b. Comme 22 = 25} = 8, alors (1) = - =1: 7 est solution de (E).
%2 %2

Exercice 2

), donc f(7) = 7+ k. De méme f(7) =7+ et f(k) =T+ ]
k) :

1. f(7) a pour coordonnées (0,1, 1
2. Matrice de f dans la base (7,7,

011
M=1]1 11
1 00

3. a. Un sous-ensemble & de R? est un sous-espace vectoriel si : (i) & # 0 ; (i) Vi, v € &,
u+ved; (i) Vie & VAeR, \i e &.

b. (i) (0,0,0) € S car 0 — 0+ 0 = 0, donc  # (. (ii) Si du(z,y,z2) et v(2',y,7") € H
c(z+2)—(y+y)+(z+72)=(r—-y+2)+ @ -y +2) =0, donc @+ 7 € . (iii)
A —Ay+Az=ANx—y+2) =0, donc \a € .

Méthode. Sous-espace vectoriel : toujours vérifier les trois points dans cet ordre — le vecteur nul ap-

partient & ensemble (donc il est non vide), stabilité par somme, stabilité par multiplication par un réel.
Si le vecteur nul n’y est pas, inutile d’aller plus loin : ce n’est pas un sous-espace.

4. (z,v, z) appartient au noyau de f ssi f(z,y,2) =0 :

y+z=0

z=—y
z+y+z2=0 <

z=0
z=0
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Un vecteur du noyau s’écrit (0,y, —y) = y(0,1,—1). Le noyau est la droite vectorielle engendrée
par € = (0,1, —1).

5. (2/,y/,2') est dans I'image ssi il existe (z,y,2) avecy+z2z =2, 2+y+2=19,x=2".0n
releve 2’ — o/ + 2/ =0, soit ¢ = 2’ + 2. D’ou (2/,¢/,2') = 2/(1,1,0) + 2/(0,1,1) : 'image de f est
le plan engendré par é; = (1,1,0) et €3 = (0,1,1), d’équation z —y + z = 0.

Exercice 3

xT

1. Comme €* + 1 # 0, la fonction x — q;e+ 1 existe sur R. Donc E, = R.
e
ef(e* +1)—e*-e” e et +1
s . / _ _
2. g est dérivable sur R et ¢'(z) = I -1= e < 0.
3. Avec lim g=+occet lim g=—o0:
r——00 T—+00
T —00 « +00
g'(z) - -
g +oo Ny 0 Ny —o0

4. g est continue, strictement décroissante sur R, et 0 €] — oo; +00[. D’apres le théoreme des
(0%

valeurs intermédiaires, il existe un unique « tel que g(a) = 0, soit = « : «a est solution de

e®+1
61’
er+1 -
e’ , e’
5. a. h(.%') = m, h (.%') = m > 0 pour tout x € R
b. Avec lim A=0et lim hAh=1:
T——00 xr——+00
x —00 +0o
B (x) +

h o /A 1

c. h est strictement croissante sur R avec limh = 0, llmh = 1. Donc Vz € R, 0 < h(z) < 1.
—0o0 o0

6. a. Vn, u, <1 (récurrence) : up = 0 < 1 et u3 = h(ug) = % < 1. Si u, <1, alors up11 =

h(un) <1 (d’apres 5.c.). Donc u,, < 1 pour tout n.

b. (uy,) croissante : up = 0 < u; = % Si uy < Upy1, comme h est croissante, h(uy) < hA(upt1),

S0t Up+1 < Upto. Donce (u,) est croissante.

c. (uy) est croissante et majorée par 1, donc convergente.

Méthode. Suite définie par u,+1 = h(u,) avec h croissante sur un intervalle stable : la suite est mono-
tone, dans le sens donné par la comparaison de wug et uy (ici ug < u; donc croissante, par récurrence).
Croissante et majorée, elle converge — et sa limite est un point fixe de h.

T

limu, = a: (i) Pourx € [0;1]:e* > 1, (e*+1)2 > 4, et e® < e,dou 0 < W' (z) = (eiefl)? < Z.
(ii) Par 'inégalité des accroissements finis, |h(z) — h(y)| < Z|x —y| sur [0;1] ; comme h(a) = «

n
et up, @ € [0;1], |upt1 — af < Z!un — af. (iii) Par récurrence, |u, — a| < (Z) |lup — a|. Comme

e . .
— < 1, par encadrement lim |u, —a| =0, donc lim w, = a.
4 n—-+o0o n—-+o00
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Exercice 4

On note (zi,74e) €t (y;, nej;) les distributions marginales, avec N = 3>, nje = > Nej-

1. Séries marginales :

x | —-1[0]2 y |1 3
Nie 3 a |2 Nej | 3 | a+2
-1 2(2 1 1 2
2.5:3( ) +a(0)+ (): ;§:3()+(a+ )(3):3a+9.0nchercheatelque
) a+5 5+a 5+a a+95
fzéety:2:d’0ua:
1
3.P0ura:1:T:6,@:2
3(=1)2+1(0)2+2(2)2 /1\* 65 3(1)2 +3(3)?
6 6 36 6
-1-6+0+04+44+0 1 5
C = I x2=_°Z
ov(z,y) G 5 % G
C —5/6 5
Le coefficient de corrélation linéaire est p, , = ov(z,y) /6 _ — ~ —0,62.

V@V /6536 /65
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