BACCALAUREAT — SERIE C
Mathématiques — Session 2016

Corrigé détaillé

Exercice 1

1. L’algorithme d’Euclide donne : 3024 = 2688 x 14336, 2688 = 336 x 84+0. Le PGCD, dernier
reste non nul, est donc égal a 336.

Comme PGCD(2688;3024) = 336, il existe des couples (u, v) dans Z xZ tels que 2688u+3024v =
336. En multipliant par —10 : 2688(—10u) + 3024(—10v) = —3360. On en déduit que les couples

(—10u, —10v) sont solutions de (E). Donc (F) admet des solutions dans Z x Z.

2688 3024 3360
= ——— <= 8x + 9y = —10. On en déduit

2.2 Uy = — e PR Bt
688 + 3024y = 3360 <= T ow + ooy 536

que (E) et (Eq) sont équivalentes.

Méthode. Devant ax + by = ¢ avec de grands coefficients : calculer d = pged(a,b). Si d ne divise pas
¢, aucune solution entiere ; s’il divise ¢, diviser toute I’équation par d pour se ramener a des coefficients
premiers entre eux — les calculs de Bézout et de Gauss deviennent bien plus légers.

3. a.

8r+9y=-10<=8x+10=9(—y), y € Z
<= 8z + 10 est un multiple de 9 <= 8z + 10 =0 [9] <= 8z = —10 [9]

D’ou (E1) et (E2) sont équivalentes.
b. 1 est une solution particuliere de (E2) : 8z = —10 [9], car 8 x 1 = =10+ 9 x 2 = —10 [9].
Soit z une solution de (E2) :

{830 =-10 [9]

8x1=-10[9] = 8r=8x1[9] =8 —-1)=0[9] <= 9[8(x—1).

Comme 9 est premier avec 8, d’apres Gauss, 9 divise x — 1. Il existe donc k € Z tel que x — 1 = 9k.
D’ott z = 1 4 9k. Les solutions de (Es) sont {1 + 9k ;k € Z}.

c. En remplacant x par 1 + 9k dans 8x 4+ 9y = —10, on obtient y = —2 — 8k. Les solutions
de (Eq) sont S = {(1+ 9k;—2 — 8k);k € Z}. Les équations (E) et (Ep) étant équivalentes, S est
aussi ’ensemble des solutions de (FE).

Exercice 2

1.
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2. g = S(ap) © S(pp) est la rotation de centre B et d’angle 2 x ((BD), (BA)) = 3 27].

Rappel de cours. Composée de deux réflexions : si les axes sont sécants en €2, Sa, 0 Sa, est la rotation
de centre Q et d’angle double de 'angle (A1, As) ; si les axes sont paralleles, c’est une translation de
vecteur double du vecteur joignant A; a As. L’ordre de composition compte.

3. Comme g est la composée d’'une symétrie axiale et d’une rotation dont le centre n’appartient
pas a l'axe, alors g est une symétrie glissée.

4. a. Les transformations f et {53 0 Sac) ne sont pas égales. Soit @) le centre du rectangle
ABCD. f(Q) = Sap) © Sap)y © S8p)(Q) = S(ap) © S(ap)(Q) = Sap)(F) = H. Mais tz2 o
Sac)(Q) = tzp(Q) = A. Dot f # tgp 0 Sac).

Montrons plutot que S apyo R = tgpo Scac)-

Premieére solution :

S(ap) © = S(ap) © S(sc) © Spe) = tgg °© S(so)
= g o tip © S(se) = g © Siao) © Swe) = tap© S(ac)
—_———
tF_E)OS(BG)

Deuzieme solution : S(sp) o R est la composée d'une symétrie axiale et d’une rotation dont le
centre n’appartient pas a l'axe : c’est une symétrie glissée. Posons u = S4p) o R. On a u(B) =
Sapy(B) = E et u(E) = S(ap)(G) = G, dot uou(B) = G. On en déduit que le vecteur de u est
1
53? = B—f% . Comme u(B) = E, 'axe de u est la droite dirigée par ﬁ passant par le milieu de
[BE], c’est-a-dire (AC) D’ou S(AD) oR = tB? ¢} S(AC)-

b. L’axe (AC) étant dirigé par ﬁ, S(ap) © R(B%) est une symétrie glissée de vecteur ﬁ et
d’axe (AC).

5. La tangente et la normale & la parabole (P) en F' coupent 'axe focal en deux points E et
B. Donc le foyer de (P) est le milieu de [EB]. D’ou A est le foyer de (P).

6. H est le symétrique du foyer A de (P) par rapport a la tangente (EF') a (P). On en déduit
que H est un point de la directrice (d). D’ou (d) est la perpendiculaire a I’axe focal (E'B) passant
par H, c’est-a-dire la droite (HL).

7. Les tangentes aux deux extrémités d’une corde focale d’une parabole sont sécantes en un
point de la directrice et sont perpendiculaires.

Construction de I : Soit N le point d’intersection de la tangente (F'E) et de la directrice (d).
Le point I de (P) est le point d’intersection de la demi-droite [F'A) et de la perpendiculaire & (E'F')
en N.

8. Soit O le point d’intersection de l'axe focal (EB) et de la directrice (d). J et K sont
symétriques par rapport a (EB) et les tangentes en J et K a (P) sont sécantes en O et perpen-
diculaires. Constructions de J et K : les points J et K sont les points d’intersection de la droite
(AD) et du cercle de centre A et de rayon AO.

9. Voir figure.

10. a.

f = S(AD) OS(AB) OS(BD) :S(AD) o0g = S(AD) OROR:tB—I;OS(AC) OR
————

D'ou f(A) = tgzp o Sac) o R(A) = tzp o Sac)(F) = tzp(E). Comme A est le foyer de (P), le
foyer de (P’) est le point E’ tel que BFE'FE soit un parallélogramme.
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b. f(A) = E' € (ED). f(B) = tgp o Sac) o R(B) = tgp o Siac)(B) = tzp(L) = E. Comme
(AB) est l'axe focal de (P), alors (ED) est I’axe focal de la parabole (P).

Exercice 3

1. L’équation caractéristique associée & y” + 2y’ + 2y = 0 est 2 + 2r +2 = 0. Elle admet deux
racines 11 = —1 — i et r9 = —1 + 4. La solution générale est y(z) = e %(c1 cosx + cosinx).

™

La solution particuliere f vérifie f(5) = e 2 et f'(5)=—e"2:

f(g):e_%w — co=1 — co=1
f(5)=—e2 c1t+ex=1 c1=0

f est la fonction définie sur R par f(z) = e *sinz.
2. a. F est une primitive de f si Vo € R, F'(z) = f(x). On en déduit que (—A + B)cosz +
1
(—A — B)sinx = sinz. Par identification, —A+ B=0et —A—B=1.Dou A=B = —3 F est

Q]

e *(cosx + sinx)
5 :

définie par F'(z) = —

Méthode. Primitive de e®* cos(bx) ou €®* sin(bx) : chercher F' sous la méme forme, F(x) = ¢** (A cos bx+
Bssin bx), dériver, puis identifier les coefficients de cos et de sin. C’est plus rapide que deux intégrations
par parties successives.

(n+1)m

(n+1)m e *(cosx + sinz e +1
b. / Flz)de = l— ( ) — (—em)n
nm 2 . 2
Vnt1 e"“—i—l(_e—w)n—i-l
3.a.¥neN, == = 2% = —e ™. (vy) est une suite géométrique de raison —e~ "
Up, e 2+1 (_e—ﬂ)n
T
et de premier terme vg = ¢ 2+ .

e " +1 1

b. S, =v+vi+---+v, =

(I+(—e ™)+ -+ (—e ™)) = 5(1 — (—e7™)"*1). Comme

| —e ™ =e ™ <1,alors lim (—e ™)"*1=0.Dou lim S, =
n—+00 n—+o00

N

Exercice 4

1. Tableau linéaire associé :

X| 1 1112 |2 1(2|2|2|2
Y| —-1]-1{2|3|-1|-1|2]|2|2]|3

2. On note (z;,M4e) €t (yj,14;5) les distributions marginales, avec }; nje = >-; nej = V.

X |1]2 Y | -1/2/3
Nie | 4|6 nej | 4 |42

1 1
V(X) =45 [4x 124622 —1,62 =024 V(V)= o [4(-1)? +4x 22 +2x 32| 12 =28,

1
Cov(X,Y)= —(2(-1)+1x2+1x3+2(-2)+3x4+1x6)—1,6x1=0,1.
10
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Cov(X,Y) 0,1
VVEWV(Y) V02 x /28

3. D’apres 1. et sachant que X = 1,6 et Y = 1, les vecteurs centrés ont pour coordonnées :

= 0,1219.

D’oti le coefficient de corrélation : pxy =

X—-X=(-0,6;-0,6;-0,6;-0,6;0,4;0,4;0,4;0,4;0,4;0,4),

Y-V =(-2;-2;1;2;-2;-2;1;1;1;2).

o —

Le cosinus de I'angle formé par les vecteurs centrés est donné par cos (X — X), (Y —Y)) = px.y.
D’otl cet angle vaut cos™1(0,1219) ~ 83°.
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